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Resumen

La globalizacion tecnolégica ha impulsado el uso de robots industriales, pero
su alto costo y el limitado conocimiento de sus modelos mateméticos frenan su
desarrollo local. Objetivo: Desarrollar, simular y validar un modelo mateméatico de un
brazo robético antropomorfo de cuatro eslabones y tres grados de libertad, destinado
a la manipulacion segura de sustancias quimicas peligrosas en la industria.
Metodologia: Se empled un enfoque cuantitativo y descriptivo, basado en el método de
Angulos de Euler, para obtener la cinematica directa mediante matrices de
transformacién homogénea. ElI modelo fue implementado vy verificado
computacionalmente en Python, utilizando librerias especializadas (NumPy, SymPy y
Matplotlib) para la resolucidn simbdlica, simulacién de trayectorias y analisis de error.
Resultados: El modelo alcanz6 una precision del 99.10 % y un error euclidiano relativo
de 0.90 %, evidenciando una alta concordancia entre la simulacién y el modelo teérico,
asi como la fiabilidad del procedimiento propuesto. Conclusiones: El modelo
desarrollado representa una herramienta robusta y eficiente para el disefio, validacion
y andlisis cinematico de sistemas robaoticos locales, ofreciendo una alternativa viable
para la automatizacion segura de tareas en entornos industriales y quimicos de alto
riesgo.

Palabras clave: Modelado Matematico, Cinematica, Angulos de Euler, Brazo Robdtico.

Abstract

Technological globalization has accelerated the adoption of industrial robots;
however, their high cost and the limited understanding of their underlying mathematical
models constrain local development. Objective: To develop, simulate, and validate a
mathematical model of a four-link anthropomorphic robotic arm with three degrees of
freedom, intended for the safe handling of hazardous chemicals in industrial
environments. Methodology: A quantitative and descriptive approach was applied,
based on the Euler Angles method, to derive the forward kinematics using
homogeneous transformation matrices. The model was computationally implemented
and verified in Python, employing specialized libraries (NumPy, SymPy, and Matplotlib)
for symbolic computation, trajectory simulation, and error analysis. Results: The
proposed model achieved an accuracy of 99.10 % and a relative Euclidean error of 0.90
%, demonstrating a strong concordance between the computational simulation and the
theoretical model, as well as the reliability of the proposed methodology. Conclusions:
The developed model constitutes a robust and efficient tool for the design, validation,
and kinematic analysis of local robotic systems, providing a viable alternative for the
safe automation of tasks in high-risk industrial and chemical environments.

Keywords: Mathematical Modeling, Kinematics, Euler Angles, Robotic Arm.
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Introduccion

El uso de robots a nivel mundial ha trascendido el ambito de la innovacion
tecnolégica para convertirse en una herramienta esencial dentro de los procesos
industriales, debido a su alta eficiencia y grado de automatizacién. Estos sistemas
permiten ejecutar tareas repetitivas con precision, reduciendo significativamente el
margen de error humano que predominaba en etapas anteriores del desarrollo industrial.
No obstante, la fabricacién de un robot no se limita a los procesos de manufactura de
sus componentes fisicos, sino que requiere también del disefio y programacion de su
funcionamiento, &reas en las que intervienen tanto la cinematica como la dindmica para

configurar su desempefo adecuado (Cruz & Simdn-Marmolejo, 2020).

Un brazo robético es un dispositivo electromecanico disefiado para mover,
sostener 0 manipular objetos mediante el control de sus articulaciones y eslabones. Su
implementacién industrial ha permitido incrementar la velocidad de produccion y
disminuir los errores derivados de la intervencion humana (Nicolas Alvarado Carrillo,
2019). La presente investigacion se enfoca en el desarrollo matematico y el andlisis
cinematico de un brazo robédtico esquematico, validado mediante simulacion en el

software Python.

La importancia de este estudio radica en que, aunque actualmente es posible
adquirir robots en el mercado internacional, su alto costo representa una limitacién para
su implementacion en el contexto nacional. Sin embargo, mediante la apropiacion local
del conocimiento sobre programacion y disefio robético, se puede fomentar la
fabricacion interna de este tipo de tecnologias. En este sentido, la investigacién permite
calcular trayectorias sin depender de la geometria especifica del robot, empleando para
ello el método de Angulos de Euler, aplicado a partir de modelos generados en software

CAD de esquematizacion (Morales et al., 2019).
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El método de Angulos de Euler se centra en la obtencion de la matriz de
transformacién homogénea, una representacion matematica que describe las
trayectorias de un robot independientemente de sus grados de libertad. El procedimiento
consiste en determinar las matrices de rotacién en funcion de un sistema base u origen,
establecer los vectores posicion correspondientes y multiplicar los resultados para

obtener la matriz global de transformacién (Ortega Ordofiez, 2024).

De manera analoga, el método Denavit—Hartenberg también permite obtener la
matriz de transformacién homogénea, aunque basado en el analisis de parametros
geométricos como angulos, distancias y articulaciones del robot. La diferencia
fundamental radica en que el método de Angulos de Euler prioriza la secuencia de

rotaciones en cada etapa del movimiento (Barrientos et al., 2012).

Considerando la naturaleza repetitiva de las tareas industriales, el disefio del
brazo robético adoptado en esta investigacion es antropomorfo, al inspirarse en la
configuracién del brazo humano. Esta caracteristica facilita su replicacion mediante
tecnologias de manufactura aditiva, como la impresion 3D, 0 procesos convencionales

de soldadura (Carrion Cevallos & Concha Arrieta, 2025).

El desarrollo de equipos y dispositivos propios constituye un elemento
estratégico para el progreso tecnolégico de un pais. Aunque existen las condiciones
locales para fabricar estructuras robdticas, persisten limitaciones en el conocimiento
relacionado con el modelado cinematico y su aplicacién funcional. Por ello, esta
investigacion propone un procedimiento matematico replicable, sustentado en
simulaciones realizadas en Python, que permite describir con precision las trayectorias
del brazo robético. Este modelo representa un insumo esencial para futuras etapas de
fabricacion y aplicacion en ambitos productivos, académicos y de emprendimiento

(Barrientos et al., 2012).
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El objetivo principal de esta investigacion es desarrollar un modelo matematico
que describa la cinematica directa de un brazo roboético antropomorfo mediante el
método de Angulos de Euler, validado mediante simulacion computacional y analisis

estadistico del error euclidiano relativo.
Métodos y Materiales

El presente trabajo se enmarca en una investigacion cuantitativa, descriptiva y
de caracter experimental-simulativo, orientada al desarrollo y validacion de un modelo
matematico para determinar posiciones y trayectorias finales de un brazo robético de
tres grados de libertad. Para ello se aplicaron métodos investigativos analiticos y
computacionales: el analisis matematico formal, que permitié la formulacién de las
matrices de rotacién y transformacion homogénea descritas en las ecuaciones (1) a (7);
y el método comparativo, utilizado para la validacion mediante el calculo del error
euclidiano relativo. El desarrollo metodoldgico incluyé la definicibn geométrica y articular
del sistema, la construccién del modelo cinematico mediante el método de Angulos de
Euler, la obtencion de la matriz de transformacion global y el calculo del Jacobiano.
Finalmente, el modelo fue verificado mediante simulacion computacional en Python,
comparando las posiciones obtenidas matematicamente con las generadas en la

simulacion, cuyos errores individuales se presentan en la Tabla 2 (Avello, 2014).
Disefio del brazo robotico

El brazo roboético estd compuesto por cuatro eslabones articulados, incluyendo
una bancada que actia como anclaje al lugar de trabajo, elementos de rotacion,
sujeciones y actuadores. Cada eslabon dispone de un motor con torque y rango de
rotacion definido. La cinemética del robot se analiza bajo condiciones de operacién
donde las velocidades son constantes y no se consideran vibraciones (Morales et al.,

2019).
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Figura 1. Brazo robdtico antropomorfo.

Fuente: Elaboracién propia

Formulacion matematica del método de Angulos de Euler

La matriz de transformacion homogénea, acorde a las condiciones de operacion
y la geometria del brazo roboético, se obtiene mediante el método de Angulos de Euler.
Este método permite representar las rotaciones de cada eslabon segun los ejes

referenciados. Al aplicar este método, se obtienen las ecuaciones que describen las

rotaciones fundamentales: la rotacién alrededor del eje x, dada por la matriz R,, (<) en
la ecuacion (1); la rotacion alrededor del eje y, representada por la matriz R, (B) en la

ecuacion (2); y la rotacién alrededor del eje z, definida mediante la matriz R, (y) en la

ecuacion (3).

Estas matrices permiten describir la orientacion de cada eslabdn y se expresan

como:

(= ]
]

1 0 0
] €y

R, (oc):[O Cos(x) —Sin(x)
0 Sin(x) Cos(x)

[ Cos(B) 0 Sin(B) T

0 1 0 (2)
|—Sin(B) 0 Cos(pB) |
[Cos(y) —Sin(y) 0]

R, (¥) =[Sin(y)  Cos(y) © (3
L0 0 1|

Ry (B) =
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Estas rotaciones permiten describir la orientacion del eslabon en el espacio

tridimensional, tal como se muestra en la Figura 2 (Mabell et al., 2024).

Figura 2. Rotacion con respecto a un eje.

u

Fuente: Elaboracién propia

Una vez obtenidas las matrices de rotacion correspondientes a las uniones del
robot, ecuaciones (1), (2) y (3), se determina la matriz global de rotacion, la cual describe
el movimiento final del mecanismo y esta dada por la ecuacién (4). Este proceso se

representa mediante rotaciones sucesivas, como se ilustra en la Figura 3 (Avello, 2014).

Figura 3. Rotaciones sucesivas.
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Fuente: Elaboracion propia
Matriz de rotacién global

R (e, B,¥) = Rx() Ry(B) Rz (¥) “)
A partir de la matriz de rotacion global de la ecuacion (4) y de los vectores de
posicion de cada eslabon, se construye la matriz de transformacion homogénea T, que

combina la orientacién y la posicion relativa de cada eslab6n respecto al sistema base.
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La matriz global se obtiene multiplicando las matrices de transformacion de cada
articulacion, como se muestra en la ecuacion (5) (Hernandez Sanchez, 2018):

Ty = AYA3A3AL (5)

La multiplicacién de estas matrices produce la matriz de posicién global del robot,

descrita en la ecuacién (6):

cosf, —sin@,cosa, sin@,sina, |r,cosf,

n-1p sin8, cos@,cosa, —cosO,sina,|nr,sinb, )
n 0 sinay, cosay, d,
0 0 0 1

Posteriormente, la estructura general de la matriz homogénea completa se

expresa segun la ecuacion (7):

R T
[o 0 OJ T] 2
La evaluacion de la matriz T, permite determinar la posicion final del mecanismo
segun la disposicién analizada (Romero Estalin, 2021). A partir de esta matriz se calcula
el Jacobiano, que posibilita obtener parametros cinematicos adicionales, como
velocidades y aceleraciones. La ecuacion (7) evidencia que la matriz R representa la
rotacion global, mientras que los valores cero y uno corresponden a configuraciones

geométricas complementarias (Hernandez Sanchez, 2018).
Célculo del error euclidiano relativo

Para la validacion del modelo, se calculan los errores individuales mediante la
ecuacion (8), se promedia (ecuacion 9) y se determina la precisién global (ecuacién 10).
El calculo del error total individual se realiza a partir de la comparacion entre las
coordenadas obtenidas del modelo matematico y las generadas por la simulacién

computacional, segun la siguiente expresion:

(P = PD? 4 (B = P2+ (B = P2

Error total; =

.(100) (8)
W@H@J+@V
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10
1
Error total promedio = (E) Z Error total; 9
i=1
Precision global = 100% — Error total promedio (10)

Para validar el modelo, se calcularon los errores individuales de cada punto en
el espacio tridimensional (Tabla 2), se obtuvo su promedio y la precisién se expresé
como la diferencia entre el 100 % y el error promedio, empleando el error euclidiano

relativo para comparar el modelo y la simulacién, donde P, ,P, ,P, representan las
Xm'”Ym' Zm

coordenadas medidas, y £, Py P, las coordenadas simuladas (Tofallis, 2021).

Pardmetros geométricos y articulares utilizados

Los parametros empleados en la simulacion se presentan en las Tablas 1y 2,
incluyendo los angulos de trabajo del brazo y las dimensiones antropomorfas de sus
componentes (Jaramillo et al., 2016).

Tabla 1. Pardmetros de carga y movilidad de brazo.

Descripcion Parametro
Hombro + 20°y < 45°
Codo Posicion a 15°
Amplitud del brazo < 170°
Amplitud del codo <120°
Desviacion de mufieca <100°
Giro de murfieca <120°
Carga sujecion vertical pufio <35 kg
Fuerza de agarre (estimada) <16 kg
Distancia de agarre <4-12 cm

Fuente: Elaboracion propia a partir del modelo matematico y simulacién en
Python

Simulacién computacional en Python

Una vez generado el modelo matematico, este se valida mediante PYTHON
utilizando librerias especializadas, como SymPy, Matplotlib y NumPy, que permiten

manipulacién de matrices, generacién de graficos y desarrollo de ecuaciones. La
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ejecucion del modelo se realiza en varias etapas: primero, se obtienen los angulos y
medidas antropomorfas del brazo robético; posteriormente, se plantean y calculan las
matrices de rotacion y posicion; estas matrices se multiplican para obtener la expresién
global de la matriz de transformacion homogénea de la posicién final del robot.
Finalmente, se verifican y generan las trayectorias mediante las librerias mencionadas,
evaluando la eficacia del modelo mediante la comparacién entre los datos calculados y

las simulaciones, asi como la precision final del modelo (Jaramillo et al., 2016).
Andlisis de resultados

En la Figura 4. se observan los componentes que conforman la cadena
cinematica del brazo robético. La configuracion del sistema destaca el eslabén 12, que
presenta una excentricidad estructural. Asimismo, se confirma la existencia de cuatro

eslabones y tres articulaciones que conforman el mecanismo.

Figura 4. Cadena cinemética y eslabones.

< b5
N

Fuente: Elaboracién propia

Modelo matematico

De acuerdo con la metodologia descrita por Romero Estalin (2021), se plantean
las matrices de rotacion correspondientes a los pares de articulaciones de la cadena

cinemética, desde el sistema base (0) hasta el eslabon terminal (3).
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Matrices de rotacién de las articulaciones.

c6, —s6; 071 0 O c6, 0 564
R{’=R£R{’=’sel ch, 0”0 0 —1]=[591 0 —cell (11)
0 o 1llo 1 o 0 1 0
c0, —s6, 01711 0 O c0, -—s6, 0
R} =RiR}=|s6, co, 0”0 1 0]=[592 ch, 0] 12)
0 o 1llo o 1 0 0 1
c; —s6; 071 0 O c0; —sB3 0
R2 = RZR%|s6; ¢, 0”0 1 0]—[593 cOs 0] (13)
0 o 1llo o 1 0 0 1

Vectores de posicion de cada eslabon

A partir de estas matrices se obtienen los vectores posicion de cada eslabén, los
cuales permiten determinar las ubicaciones espaciales y formular la matriz de

transformacion homogénea de cada par cinematico (Yime et al., 2017).

l,c6, l3¢0, lycO3
dd = [lzs91 ]; di = [13592 ]; di = [14593 ] (14 - 16)
l 0 0

Matriz de transformacién homogénea global

La relacién entre el sistema de referencia de la base y el efector final se obtiene

mediante la multiplicacion sucesiva de las matrices de transformacion correspondientes

a cada eslabon.

c0,c0,c03 — cO,50,568; —cBO,cO0,s0; —cB,cO350, 56,
HO — c0,c03s0, — 50,560,503 —cO,s0,50; — cO3s50,560, —cO,
3 0,505 + cb356, c0,c0; — 56,505 0
0 0 0
l,c0, + 13¢0,¢cO, + 14,c0,cO,c05 — 1,c0,560,505
1,501 + l3¢0,501 + 14,c0,c0350, — 1,50,50,503 17)
Iy + 1350, + 1,c0,50;5 + 1,c0350,
1

Vector de posicion del efector final

Del andlisis de la matriz global se obtuvo el vector de posicion del efector final:
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lzCQl + l3C91C92 + l4C01C62C03 - l4C01592593 Px
dd = [12561 + 13¢60,50, + 14,c0,c0350; — 1,50,50,5605 | = | P, (18)
[y + 1350, + 14,c0,505 + 1,050, P,

De esta manera, a partir de las matrices de rotacion obtenidas para cada
eslabén, se derivan los respectivos vectores de posicion. De forma analoga, se
determina el vector de posicion final, el cual se encuentra directamente relacionado con
la ubicacion espacial del efector final en los ejes x, y, z (Ruderman et al., 2012).

Px P12691 + 13C91C92 + l4C91C92C93 - l4C91592$93x

dg = Py == 12591 + l3C92$91 + l4C62C03591 - l4591592503 (19)
PZ ll + 13592 + l4C92$93 + l4C93$92

Analisis computacional

A partir de la ecuacion general obtenida, se llevd a cabo la resolucién
computacional mediante el software Python, obteniéndose los resultados resumidos en
la Tabla 2, correspondientes a los angulos que producen el mayor alcance del brazo
robético. Los valores de referencia se establecieron para gl en el rango de 0° a 90°,

mientras que g2 y g3 se mantuvieron en cero.

Las longitudes de los eslabones fueron definidas segun criterios antropomorfos
del brazo, fueron de 27, 8, 21 y 27 cm para [1, 12, [3y 14, respectivamente, con el

propésito de dimensionar el espacio de trabajo proyectado del robot.

Cabe destacar que el modelo matematico desarrollado permite determinar los
alcances para distintas configuraciones angulares, dado que los parametros articulares
pueden variar, mientras que las dimensiones de los eslabones se mantienen sin

modificacion (Ortega Ordofiez, 2024).

En la Figura 5 se muestra la trayectoria correspondiente al alcance maximo del
brazo, obtenida a partir de los valores calculados con Python. Esta trayectoria,

representada en funcion de los ejes coordenados, forma un arco que coincide
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estrechamente con el obtenido mediante el software SolidWorks, utilizando los mismos
angulos articulares y longitudes de eslabones.

Figura 5. Curva alcance maximo trayectoria brazo desde base g1l
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Fuente: Elaboracion propia

Por su parte, la Figura 6 presenta el modelo 3D del brazo rob6tico antropomorfo,
mostrando la disposicién de los eslabones y la geometria general del brazo, lo que

permite visualizar claramente el rango de movimiento proyectado.

Figura 6. Curva alcance maximo trayectoria brazo desde base q1l

& /b
v, 2]
\

i

-y

Fuente: Elaboracién propia

Asimismo, en la Tabla 2. se presentan los valores calculados tanto en el modelo

matematico como en la simulacion, junto con el error euclidiano relativo total

correspondiente a cada configuracion angular.
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Tabla 2. Datos tedéricos y simulados.

ROTACIONES MODELO SIMULACION %ERROR
N gl(®) qg2(®) q3(° Px Py Pz Px Py Pz TOTAL (i)
1 0 0 0 56.00 0.00 27.00 56.50 0 27.00 0.79
2 10 0 0 55.14 9.72 27.00 5531 9.74 27.00 0.27
3 20 0 0 52.62 19.15 27.00 52.68 19.07 27.00 0.16
4 30 0 0 48.49 28.00 27.00 48.18 28.00 27.00 0.50
5 40 0 0 42.89 3599 27.00 41.01 3570 27.00 3.13
6 50 0 0 35.99 4289 27.00 36.69 42.60 27.00 1.21
7 60 0 0 28.00 48.49 27.00 28.92 48.31 27.00 1.50
8 70 0 0 19.15 52.62 27.00 1950 52.61 27.00 0.56
9 80 0 0 9.72 5514 27.00 9.26 55.34 27.00 0.80
10 90 0 0 0.00 56.00 27.00 0 56.06 27.00 0.09

Fuente: Elaboracién propia.
Validacién

Dado que el modelo propuesto genera tres componentes correspondientes a las
coordenadas tridimensionales, se calcularon los errores individuales mediante la
ecuacion (8). A partir de estos valores, se obtuvo el error total promedio segun la
ecuacion (9), resultando en 0.90. La precision global se determind mediante la ecuacion
(10), obteniéndose 99.10 %, lo que demuestra un desempefio alto del modelo respecto

a la simulacién computacional.

1
Error total promedio = (E) (9.01) =0.90
Precision global = (100 — 0.901)% = 99.10%
Discusion

El modelo matematico desarrollado, basado en el método de Angulos de Euler
para la cinemética directa de un brazo robotico antropomorfo de cuatro eslabones y tres
grados de libertad, demostr6 una alta coherencia entre la teoria, la simulacion
computacional y el disefio CAD del manipulador. Las matrices de rotacién y
transformacion homogénea permitieron determinar con precision la posicién del efector

final en el espacio tridimensional para distintas configuraciones angulares.
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Los resultados cuantitativos obtenidos evidencian una precision global del
99.10 % y un error total promedio de 0.90, indicando estabilidad numérica y robustez de

las expresiones matematicas empleadas.

La comparacién con el modelo 3D generado en SolidWorks revel6 una

concordancia sustancial entre la trayectoria proyectada del efector final y la calculada

mediante Python. Esto confirma que las funciones P, (), P,(8), P,(6), representan de

manera adecuada la relacién entre los angulos articulares y la posicion espacial del

robot, validando la consistencia algebraica y geométrica del modelo tedrico.

Ademads, los resultados se alinean con estudios previos sobre modelado de
brazos roboticos mediante matrices de transformacion homogénea (Barrientos et al.,
2012; Carrion Cevallos & Concha Arrieta, 2025), lo que respalda la fiabilidad del
procedimiento y demuestra que las transformaciones sucesivas constituyen un método
suficiente y sistematico para representar la cinematica directa de manipuladores

antropomorfos.

Desde la perspectiva de simulacion y disefio, la implementacién computacional
permitié evaluar de manera eficiente diversas configuraciones angulares sin recurrir a
prototipos fisicos, minimizando costos y facilitando la verificacion de conceptos. La
trayectoria tridimensional obtenida presenta continuidad y diferenciabilidad,
caracteristicas fundamentales para estudios de planificacion de movimiento,

optimizacion de trayectorias y control cinematico.

En sintesis, el modelo matematico desarrollado demuestra concordancia con la
teoria, estabilidad numérica y alta precision en la posicion del efector final,
constituyéndose en una herramienta confiable para simulacién, disefio CAD vy

planificacion de trayectorias en aplicaciones industriales de alto riesgo.
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Conclusiones

El modelo cinematico desarrollado permitio formular de manera precisa las

funciones de posicién del efector final P,(8),P,(0),P,(6), a partir de matrices de

rotacion y transformaciéon homogénea. Esta formulacién asegura que las trayectorias
calculadas son continuas, diferenciables y geométricamente coherentes, garantizando

un comportamiento estable del manipulador en el espacio tridimensional.

La validacion computacional mostré un error euclidiano relativo promedio de 0.90
% y una precision global del 99.10 %, confirmando la exactitud y robustez del modelo
matematico desarrollado. Estos resultados evidencian que las ecuaciones derivadas
representan fielmente la cinematica directa del brazo robotico, permitiendo estimar con

precision la posicion del efector final en distintas configuraciones angulares.

Desde el punto de vista matematico, las funciones P.(6), P, (0), P,(8) garantizan

trayectorias suaves y sin singularidades, lo que las hace adecuadas para andlisis de
alcance, planificacion de movimientos y optimizacion de trayectorias de manipuladores
roboticos. Ademas, la concordancia entre los resultados analiticos y la simulacion

computacional valida la correcta implementacion algebraica y geométrica del modelo.

En conjunto, el modelo constituye una herramienta matematica soélida y
confiable, que no solo permite la simulacion de trayectorias tridimensionales, sino que
también proporciona una base formal para estudios futuros de disefio, control y

optimizacion de brazos robéticos en entornos industriales.
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